U

DGTIC UNAM

DIRECCION GENERAL DE COMPUTO Y
DE TECNOLOGIAS DE INFORMACION
Y COMUNICACION

rogeniy #educatic2023

de usodeTICenlaeducacion  ;Aprendimos a ensefar con tecnologia?

Ensefianza-aprendizaje de la geometria en el marco de resolucién de
problemas con el uso de GeoGebra como mediador

Lépez Hernandez, José Luis
jose.lopez@enp.unam.mx

Escuela Nacional Preparatoria No. 6 “Antonio Caso”
Universidad Nacional Autbnoma de México

Resumen

En este trabajo se presenta una propuesta metodoldgica para la ensefianza-aprendizaje de conceptos de
Geometria que fue aplicada con estudiantes de bachillerato de la ENP durante el curso de la asignatura de
Matematicas V. Las actividades disefiadas e implementadas primero con el uso de lapiz-y-papel y después
con el uso de la herramienta tecnoldgica GeoGebra como mediadora en la resolucion de problemas de tipo
geométrico son de tipo colaborativo, de reflexion y andlisis de los procedimientos con el fin lograr
aprendizajes significativos en los estudiantes.

Se toma como marco de referencia el estudio de Radford (2012, p. 284) sobre el rol y la mediacion del
artefacto, cuyo potencial cognitivo radica (entre otras cosas) en cémo modifica los roles del profesor y de
los estudiantes. Al utilizar el artefacto como mediador, el usuario piensa con el artefacto y a través del
artefacto. Conforme el artefacto es utilizado con intencionalidad, el sujeto modifica el artefacto y éste
modifica el pensamiento del usuario. El artefacto se convierte en parte de la forma en que llegamos a
pensar y saber.

Los resultados muestran que la propuesta implementada ofrece mejoras significativas en el aprendizaje de
los conceptos mencionados.
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Introduccién

La ensefianza de la geometria es fundamental en el proceso de formacién de los estudiantes de nivel medio
superior. En la ENP se estudia en la primera unidad de la asignatura de Matematicas V. Por lo general,
varios de los conceptos y temas de geometria se ensefian de manera tradicional y el estudiante trata de

memorizarlos sin llevar a cabo reflexién alguna. Es por ello que se han disefiado e implementado
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actividades para ser resueltas por parte de los estudiantes primero en ambiente de lapiz-y-papel y después
en ambiente tecnoldgico GeoGebra, con el interés de observar como llevan a cabo la discusion y reflexion
en la resolucion de las actividades en ambos ambientes de trabajo. La actividad que aqui se reporta se
relaciona con la resolucion de problemas de tipo geométrico que involucran poligonos de igual area. Los
resultados obtenidos del acopio de los datos muestran que estas actividades promueven en los estudiantes
procesos de reflexion y significado de conceptos en geometria.

Desarrollo

En el estudio de la geometria, los Software de Geometria Dinamica (SGD) brindan al usuario la oportunidad
de interaccionar con las construcciones geométricas, con lo cual, es posible descubrir propiedades y
formular conjeturas (Gonzalez & Herbst, 2009). Por tal motivo, se han disefiado e implementado actividades
tanto con el uso de lapiz-y-papel como con el uso de GeoGebra, como mediador, para fortalecer el estudio
de conceptos de geometria.

En esta propuesta participaron seis estudiantes de nivel medio superior de un grupo de la ENP, que
cursaban en ese momento la asignatura Matematicas V. Como parte de la metodologia se disefiaron e
implementaron actividades para ser resueltas primero en ambiente de lapiz-y-papel y después en ambiente
tecnolégico (GeoGebra). Los estudiantes en equipos de dos integrantes resolvieron las actividades en
ambos ambientes de trabajo. Cada equipo conté con una computadora que tenia instalado el software
GeoGebra. La recopilacién de los datos se llevo a cabo mediante sus respuestas escritas en el papel y los
archivos generados con GeoGebra con el propésito de aportar una visién y un contraste de su trabajo

colaborativo desarrollado en ambos ambientes de trabajo.

Disefio e implementacion de las actividades

A continuacion, se muestra parte de una de las actividades implementadas, la Actividad A, primero resuelta
con el uso de lapiz-y-papel (aqui llamada Actividad Al) y después resuelta con el uso de GeoGebra (aqui
llamada Actividad A2) por parte de los participantes de uno de los equipos (Equipo 1).

Actividad Al. (ambiente lapiz-y-papel)
En la Figura 1 que se muestra a continuacion, las rectas l;, l; y ls son, respectivamente, paralelas a las

rectas I,, I, Y ls, ¥ H es punto medio de EG.

(@) Prueba que las areas de:
(1) ®ABCDE ! con la del {CDEF 2,
(i) ¢OCDEF con la del ADEG 3,y

1 @ ABCDE se refiere a cualquier pentagono cuyos vértices son los puntos A, B, C, Dy E.
2 OCDEF se refiere a cualquier cuadrilatero cuyos vértices son los puntos C, D, E.y F.
3 ADEG se refiere a cualquier triangulo cuyos vértices son los puntos D, Ey G.
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(ili)  ADEG con la del DEHML * son iguales.

Figura 1. Poligonos de la misma area y de perimetro distinto.

(a) (i) lgualdad de las areas de ®ABCDE y de ¢CDEF
L1. Paco: Ah, estos [®# ABCDE y ¢CDEF; Figura 2a] tienen areas en comun [sefiala con su dedo ¢BCDE;

Figura 2b] y estos [sefiala con su dedo AABE y AFBE] tienen la misma altura. Y como su base es
comun...

Figura 2. En (2b), Paco explica a Carlos por qué las areas de ® ABCDE y de ¢CDEF que se muestran en (2a) son iguales.

(22) (2b)

L2. Carlos: Si, entonces tienen la misma area. [En seguida comienzan a escribir la prueba que se muestra
en la Figura 3a].

Figura 3. Prueba escrita para la seccion (a) (i) de Actividad Al de que las areas de ® ABCDE y OCDEF son iguales.

b leo \‘7\‘ AN onvoss e s A,l,.) i) Siendo l; y I, paralelas, tenemos que
Futno s AY;EF‘ AARE %\Lax ‘ . el drea de los tridngulos A BEFy AABE, al
y BARE, o compusi b s o wime compartir base, es la misma.
© DR AD B shag Si A(®ABCDE ) = A(OBCDE) + A(AABE)
M COER - NORCE + A ARET: A(OCDEF) = A(OBCDE) + A(ABEF)
‘o AOASE SAQODEE ~ A(®ABCDE) = A(OCDEF)
(3a) (3b)

4 DEHML se refiere a cualquier rectangulo cuyos vértices son los puntos E, H, My L.
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(a) (ii) lgualdad de las areas de ¢CDEF y de ADEG
L3. Paco: Esta area [sefiala con su dedo ACDE] es comin a ambas [sefiala con su dedo ¢CDEF y ADEG]

y estas dos [sefiala con su dedo las rectas [; y 1,] son paralelas. [Véase la Figura 4a]
L4. Paco y Carlos: Entonces estos dos triangulos son iguales [Paco sefiala con su dedo ACEF y ACEG].

L5. Carlos: Si, este punto [se refiere al punto de interseccion del lado CF de ¢CDEF con el lado EG de
ADEG]... Si P es el punto de interseccion del lado CF de ¢CDEF con el lado EG de ADEG,
entonces, la regién comin a ambos poligonos es (CDEP [se refiere a la regiébn comun entre
¢OCDEF y ADEG]. Y al recortar lo comun...

L6. Paco: Si, este triangulito [sefiala con su dedo ACDE; Figura 4b] es comun, y ya los otros [se refiere a
ACEF y ACEG] tienen areas iguales.

Figura 4. En (4a) Paco y Carlos identifican las paralelas 15 y 1, relacionadas con OCDEF y ADEG, y en (4b) identifican la region

comun a estos poligonos.

(4b)

A continuacion, los estudiantes escriben su respuesta en el papel (Figura 5).

Figura 5. Prueba escrita para la seccién (a) (i) de la Actividad Al de que las &reas de OCDEF y ADEG son iguales.

a) : » : .
. . AGFFy ACE ii) Siendo [ paralelaalz los ACEF
) Jade Zq /""éé“( j’ ‘ 4 46Ty 4 y ACEG, al compartir base (CE),

= 1 . 7
d m“/”dle'r Lo (TEY , Tondhen Juwime ches, tendran la misma drea,

AQ CDEF > ADCOEE AA cEF A(OCDEF ) = A(ACDE ) + A(ACEF)
A BE G AACOEY ASCEG A(ADEG) = A(ACDE) + A(ACEG)
MO OFF = AADEGD, A(OCDEF) = A(ADEG)
(5a) (5b)

(&) (iii) Igualdad de las areas de ADEG y de DEHML
L7. Paco: Ahora para ADEG y IEHML (Figura 6a), como nos dijeron que este es punto medio [se refiere

a H] pues si, ya esta. [Se refiere a que con eso ya es suficiente, que ya esta probado.]

L8. Carlos: Ah, es lo mismo, si; porque son paralelas ésta y ésta [sefiala con su dedo [, y I]. Si, ya esta.

©

A continuacion, los estudiantes escriben su respuesta en el papel (Figura 7).
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Figura 6. Paco explica a Carlos la igualdad de las areas de ADEG y DEHML.

(6a) (6b)

Durante la resolucion de la Actividad Al, los estudiantes del Equipo 1 hicieron uso del lenguaje coloquial,
gue en ocasiones fue impreciso; sin embargo, es de llamar la atencién el uso del lenguaje simbélico formal

en cada una de sus respuestas por escrito.

Figura 7. Prueba escrita de Paco y Carlos para la seccion (a) (iii) de que las areas de ADEG y DEHML son iguales.

' G puad "',Jl"l‘ e\\lu((uh toea:tL y iii) Siendo paralelas Is y [, 1a altura de
Q)¢ L ta s
i) Sreodo W puste agia d ”am G crbons ADEG = EL y siendo H punto medio del segmento

ATE ML Jg‘E_(;(E‘L\ EG, entonces:

— ¢ [
Asvea: & () A(UEHML) =S EG(EL)
12
E ABEHML’M‘DEG‘ a(aDEG) =% . A(WEHML) = ACADEG)
(7a) (7b)

De acuerdo con las lineas de dialogo (L1 a L8) entre los estudiantes se observa siempre un trabajo
colaborativo. Paco y Carlos explicaron y justificaron por qué son iguales las areas de los poligonos de
interés. Ellos incorporaron conocimientos previos relacionados con conceptos basicos de geometria que
desde un principio pusieron en accién, como se muestra en sus didlogos y en las figuras 2 a 7. En la

resolucion de la Actividad Al los estudiantes hicieron uso de la argumentacion deductiva formal.

Actividad A2. (ambiente tecnoldgico GeoGebra)

Abre el archivo de GeoGebra en el que se ha reproducido la figura precedente y arrastra cualquier vértice

del ® ABCDE. Describe las caracteristicas y limitaciones que tiene el arrastre de estos puntos.
Lleva a cabo lo que se solicita en los tres incisos siguientes:

a) Explica de manera clara como a partir de cualquier poligono dado [no importando el nimero de
sus lados], es posible hallar un cuadrado de igual area de ese poligono.
b) Argumenta por qué se conserva la igualdad de las areas de los poligonos cada vez que se va

eliminando uno de sus lados, y por qué varia su perimetro.
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¢) Enuncia las diferencias y similitudes entre trabajar con lapiz-y-papel y trabajar con GeoGebra.

Los estudiantes comenzaron a interaccionar con la construccion, ellos recurrieron a la equidistancia entre
rectas paralelas para hablar de la igualdad de areas entre los poligonos dados, tomando en cuenta que el
arrastre de los puntos permite modificar tamafio y forma de la figura construida sin que ésta pierda sus

propiedades (véase la Figura 8).

L9. Carlos: [...]. No cambian sus proporciones [se refiere a la igualdad de areas de los poligonos mientras

mueven la construccién; Figura 8].

Figura 8. Importancia de las lineas paralelas. Arrastre del punto E (8a) y del punto C (8b).

(8a) (8b)

L10. Paco: No, porque todo se mueve sobre las lineas paralelas [Figura 8]... [...] El arrastre [de cualquier
vértice de ® ABCDE] permite modificar tamafio y forma sin que se pierdan sus propiedades...

[Entonces dan su respuesta por escrito. Véase Figura 9].

Figura 9. Respuesta escrita de Paco y Carlos a la seccion (a) de la Actividad A2.

(F-S o\w, U Q.us]«! Jg ]os \A\Lb c\m'\ﬁ A\C"(u
& ™y

el & s |
v Cr(k 1gdan

amanoe / Cc(o‘\x étl 0
rn(«\qé&lm y RICClones Cen l(g ,Jzos 'o\fgoms_

Los estudiantes incorporaron conocimientos previos mediante el uso de conceptos y propiedades
especificas en los procesos de resolucion de la Actividad A en ambos ambientes de trabajo y entendieron

la importancia de las rectas paralelas en el disefio y resolucién de la Actividad A2.

Después de darse cuenta que bajo el arrastre la construcciéon referente a la Figura 1 conservaba sus
propiedades, Paco y Carlos observaron por momentos que algunos poligonos se confundian con otros;

incluso, que el rectdngulo podian deformarlo en un cuadrado (véase la figura 8). También plantearon

O,

conjeturas; sin embargo, no exploraron con la herramienta tecnoldgica si éstas se cumplian o no.
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a) Coémo hallar un cuadrado de igual area ala de un poligono dado.

L11 Carlos: Se puede siempre y cuando se mantenga su proporcionalidad [se refiere a las areas de los
poligonos].

L12 Paco: Si, de hecho, tiene razon, de cualquier poligono se puede dar un cuadrado, pero, ¢como explicas

eso?

L13 Carlos: O sea, podriamos decir que se puede hallar por el proceso analitico de igualar las areas y

despejar las variables...

L14 Paco: Si, pero... Ok, si para cualquier poligono es posible dar un cuadrado... [de igual area que la del
poligono dado]. [En ese momento aproxima el rectangulo dado a un cuadrado; Figura 10]... Ah, ya.
Mientras no atraviese ninguno de sus lados [mientras no se corten entre si los lados de un mismo

poligono]... se puede llegar a un cuadrado con la misma area.

L15 Carlos: Si, mientras no se prolongue infinitamente [cualquier vértice de un poligono dado] y toque las

paralelas [cualquier vértice del poligono] se conservan las areas [de todos los poligonos].

Figura 10. Deformacién del pentadgono en un cuadrilatero (10 a) y del rectangulo en un cuadrado (10 b).

(10a)

b) Igualdad de areas de los poligonos, variacion de su perimetro “eliminando lados”
L16 Carlos: ¢ Cémo que eliminando lados? ¢ O sea, un cuadrilatero convertirlo en un triangulo? ¢, Si es eso?

[Paco dice: Si, yo supongo]

L17 Carlos: [...]. Ah si, era [convertir el poligono] el de cinco [lados] en cuatro [lados], el de cuatro [lados]
en tres y [Mientras Carlos expone sus argumentos va sefialando la figura correspondiente; Figura
11]... Ah, pero, es como lo que hicimos antes [con lapiz-y-papel]. O sea, se refiere a que tiene
diferente nimero de lados cada uno [de los poligonos asi construidos] pero es la misma area... [Y

Paco dice: Si, la misma area]

Q,
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Figura 11. Hugo se refiere al pentagono (11a), al cuadrilatero (11b) y al triangulo (11c) dados.

Los movimientos de la mano de Carlos (Figura 11) representan las transformaciones del pentagono en el
cuadrilatero y de éste en el triangulo, mientras que un nimero determinado de sus dedos se asocia con el
correspondiente poligono antes y después de la transformacién. Esto les ayudd a los estudiantes a
comprender de mejor manera la pregunta del inciso (b) de la Actividad A2.

En seguida, Paco y Carlos justificaron que el perimetro de cada poligono varia y esta en funcion del namero
de sus lados mientras la igualdad de areas permanece constante (véanse las siguientes lineas de dialogo
y las figuras 12 y 13).

L18. Paco: Si, y es que éstas [las areas] se conservan cuando se cumplen ciertas propiedades... [En

seguida, arrastran los vértices Ay F de tal manera que casi coincide uno con el otro; Figura 12c].

L19. Carlos: Mmm, porque no importa los lados que tenga [el poligono dado], las propiedades de dichas
figuras [poligonos], corresponderan a la proporcionalidad entre ellas a pesar de sus lados. Y su

perimetro varia porque finalmente si esta en funcién del nimero de lados. [Véase Figura 12].

L20. Paco: Si, exacto. Y so6lo cambia el perimetro, pero el area no cambia. [En seguida escriben su

respuesta en el papel; Figura 13]

Figura 12. El pentagono y el cuadrilatero (12a) se deforman (12b) hasta confundirse con un triangulo (12c).

(12¢)
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Figura 13. Respuesta escrita de Paco y Carlos a la seccion (b) de la Actividad A2.

’P'T'L v ot fa veraaen A mU’“'/ﬂé «[Z%r/.\)
/aa fl&pﬁe/j::él ol oao/o ;22.(,, /xmn Azx f’wf/um £
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De acuerdo con las lineas precedentes (L9 a L20), al resolver los estudiantes de manera colaborativa la
Actividad A2 con ayuda de la herramienta tecnolégica, se observa que llegaron a entender que el perimetro
de cada poligono varia en funcién del numero de sus lados [y de su forma] a pesar de que la igualdad de
sus areas es constante. Por medio del arrastre exploraron y observaron lo que varia y lo que permanece
constante en la construccién dindmica dada, asi como algunas propiedades de la misma; incluso,
formularon conjeturas. Paco y Carlos incorporaron también los conocimientos adquiridos en la actividad Al
para darle sentido a la igualdad de areas de todos los poligonos involucrados y para entender como hallar

un cuadrado de igual area que del poligono dado (Figura 9).
c) Diferencias y similitudes entre trabajar con l4piz-y-papel y trabajar con GeoGebra

Los estudiantes comentaron que con ayuda de GeoGebra pudieron complementar y entender mejor lo

hecho con lapiz-y-papel (Figura 14).

Figura 14. Respuesta escrita de Paco y Carlos a la seccion (c) de la Actividad A2.

C'\€°(3°\"°b ‘mw\‘—\.e chcfhko« A\ﬂ&w‘.comevxlﬁ
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Laresolucion de la Actividad A2 en el ambiente dindmico complementé lo hecho con lapiz-y-papel utilizando

la herramienta tecnolégica GeoGebra como un mediador del conocimiento.

Conclusiones

De acuerdo con lo expuesto en las lineas precedentes, se observa que tanto con el uso de lapiz-y-papel,
como con el uso de GeoGebra, los estudiantes trabajaron de manera colaborativa para lograr un
aprendizaje significativo. En el ambiente de lapiz-y-papel, los estudiantes hicieron uso del lenguaje

coloquial y simbdlico para dar respuesta a las preguntas formuladas; mientras que en el ambiente

O,
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tecnolégico (GeoGebra) lograron llevar a cabo un proceso de reflexién observando propiedades de la
construccion por medio del arrastre, lo que les permitio aclarar algunas dudas surgidas en el trabajo con
lapiz-y-papel y responder, en gran medida, de manera adecuada y justificada. Asi, los estudiantes actuaron
y reflexionaron a través del artefacto al resolver problemas de tipo geométrico relacionados con poligonos

de igual area.

A partir de esta experiencia con los alumnos se observo que GeoGebra constituy6 el artefacto con el cual
ellos lograron llevar a cabo procesos de reflexién aliin mas profundos que cuando usaron solamente lapiz-
y-papel. El uso y aprovechamiento de la tecnologia enriquecié considerablemente el proceso de

aprendizaje respecto de los conceptos abordados.

Los resultados obtenidos del acopio de los datos muestran que el disefio e implementacion de las
actividades, primero con el uso de lapiz y papel y después con el uso de la herramienta tecnoldgica
GeoGebra, promueven en los estudiantes procesos de reflexion y aprendizaje significativo en torno a
conceptos en geometria como los aqui mencionados.
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